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 فردمنحصربه   تعداد
 

ی  ئهاکه در حوزه  است  تکراری اعضای    دارایای  دهدا  مجموعه  در متمایز مقادیر    تعداد   یافتندر پی   فردمنحصربه   تعداد  تخمین  مسئله

 مجموعه،  یک  دقیق   تعداد   تعیین  روش سنتی و دم دستی در  .  ها و ترافیک شبکه کاربرد داردداده  پایگاهاز  افزار اعم  تولید نرم  گوناگون

متمایز مقادیر  از شمردن عضو تکراری اجتناب و در نتیجه تعداد    جستجو  و  سازیمرتب  ایجاد، و سپس بامقادیر    همه  از  فهرستی

  شمارش  زمانی   با روش مذکور پیچیدگیباشد،  Nها برابر  تکراری   جمله  ، هنگامی که تعداد کل اعضای مجموعه از.  شوداحصاء می

اما با گسترش خدمات اینترنتی، با میلیاردها    است و نیاز به حافظه کمکی الزامی است.  O(N log N)  برابر با  فردمنحصربه مقادیر    دقیق

شمارش تعداد متمایز را اهمیتی دوباره  بازطراحی    ،پذیردکلیک، جستجو، و سفارش که روزانه با تعداد بسیار کمتری کاربر انجام می

های مهم تحقیقاتی به  ر به فرد با پیمایش یکبارة داده و در فضای اشغالی کمتر از حوزهصاست. خاصه، تعیین تعداد منح  بخشیده

 رود.  شمار می

از استفاده کننده  متمایز    انخاص، تعداد کاربر  یمحصول  ازیکتا    ة ، تخمین کاردینالیتی برای تعیین تعداد بازدیدکننددر حال حاضر

مقصدِ یکتا که از یک  –مبدأ  IPهای  اپلیکیشن، و همچنین برای تشخیص تغییرات ناگهانی در تعداد آدرسمشخص در وب  ی قابلیت

 رود. کار میانکارِ خدمت باشد( به ةحمل ة دهندکنند )که ممکن است نشانروتر عبور می

بهبه اندازه  ةدلیل نحوعلاوه،  برای مثال، تعداد  تعداد محتوای متمایز    در تشخیصگیری کاردینالیتی  تکثیر مکرر اطلاعات در وب، 

از محتوای وب های خبری یکتا یا تعداد نسخه مقاله ،  یهای عظیم امروزداده  رسان است. نظر به مجموعهیاری  سایتهای متفاوت 

مناسب و در فضایی بسیار    یمجموعه را با دقتتعداد منحصر به فرد  هایی وجود دارد که بتوانند  ای به طراحی الگوریتمفزاینده  ةعلاق

 خود مجموعه تقریب بزنند.  ةتر از اندازکوچک 

 فردمنحصربه بازدیدکنندگان - 1 مثال

. است  مشخص  زمانی   ةباز  درآن    فردمنحصربه  بازدیدکنندگان  تعداد  ، تارمانه  هر  برای  KPIs  ارزشمند  کلیدی  های شاخص  از  یکی

در نتیجه، با شمارش    کند،می  استفاده   در تمامی بازدیدهایش  IPیک نشانی    از  ه بازدیدکنندهر    که   کنیممی  فرض  سادگی،  جهت

تعداد بازدیدکنندگان    شوندمی  داده  نشان  بیتی  128  هایرشته   با  IPv6  نسخه  اینترنت  پروتکل  که بافردمنحصربه  های-IP  تعداد

  ؟را بدست آورد  تعداد  دقیق  شمارش   برای  کلاسیک  هایروش  با تکیة صرف بر  توانمی  آیا  است؟  آسانی  کار  این  آیا.  شوداحصاء می

 .دارد  بستگی تارمانهپاسخ به این سوال به میزان استفاده از 

ممالک اتازونی    در  مشتریپر    فروشی  خرده  تارمانة  سه(  139۵)اسفند    2017  مارس  ترافیک  آماردر گزارش    SimilarWebمطابق  

  شده   مشاهده   صفحات  تعداد   میانگین  و   میلیارد   1.44  حدود  هاتارمانه  این   از  بازدید  تعداد   میانگین  ،بی و والمارتاعم از آمازون و ائی

داری همه آنها  ی است و نگهبیت IP 128 آدرس میلیارد  12 حدود مراجعه به 139۵اسفند  آمار ،سخن کوتاه. بود 8.24 بازدید هر در

  توانیممی  است،  بوده   فردمنحصربه   نفر  یک   بازدیدکننده،   10  هر  از  که  کنیم   فرض  اگرلازم دارد.    گیگابایت   192ای در حدود  اندازه

مقادیر    فهرست  ذخیره  برای  نیاز  مورد  حافظه  و   باشد   میلیون  144  حدود   ایمجموعه  چنین  فردمنحصربه   تعداد   که   باشیم   داشته  انتظار

 .است گیگابایت  23 فردمنحصربه 

 

 . دهد می نشان علمی تحقیقات برای را فردمنحصربه  تعداد تخمین  چالش زیر مثال

 DNA تحلیل - 2 مثال

 ةرشت  دو  شامل  DNA  هایمولکول.  است  یانسان  ژنوم  تحقیقات  درهای مهم  پژوهش  از  ،DNA  هایتوالی  در  هاهمبستگی  مطالعه

( تیمین)  T  و(  سیتوزین)  C  ،(گوانین)   G  ،(آدنین)  A  علامت  با  ،DNA  پایه  شیمیایی  واحد  چهار  از  کدام  هر  که  هستند  شده  جفت

  از  قطعاتی  در  پایه  هایجفت   دقیق  ترتیب  تعیین  معنای  به  یابیتوالی.  دارد  پایه  جفت  میلیارد  سه  حدود  انسان  ژنوم.  اندشده  تشکیل

https://www.similarweb.com/website/amazon.com?competitors=ebay.com
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DNA  توالی   ریاضی،  دید  از.  است  DNA  نمادهای  از  های طولانیبا اندازه  ایرشته   عنوان  به  توانمی  را  A،  G،  C،  T  گرفت،  نظر  در  

در پی    همبستگی  گیریاندازه  ةمسئل .گرفت نظر  در   نهایتبی  بالقوه  ایداده  مجموعه  از  اینمونه   عنوان به  را  آنها   توانمی  به طوری که

  با   توالی   هر  که  است  مفروض مسئله مذکور این.  شودتعریف می  DNA  ایقطعه  در  ثابت   اندازه  با  متمایز  هایزیررشته   تعداد   تعیین

  چنین   .دارد  بیشتر  متمایز  هایزیررشته   با  اما  مشابه  اندازه  با  یی دیگرتوال  به  نسبت  بیشتری  همبستگی  کم،  متمایز  هایزیررشته 

  زمان  و  ثابت  حتی  یا   محدود  حافظه  به    تحقیقات  تسریع  برای  و  دارند  متعدد   بزرگ  هایفایل  روی  چندباره  اجرای  به  نیاز  هاییآزمایش

 .ممکن نیست دقیق شمارش هایالگوریتم با  امر مذکور که دارند،دسترسی و تاکید  کم اجرای

 

 رویکردهای به سمت    داده بزرگ  هایبرنامه.  دارند  نیاز  زیاد  حافظه  و  پردازش  زمانبه    فردمنحصربه   تعداد  دقیق  تخمین  بنابراین،

 . گرایش دارند تقریبی ی پاسخ و عرضة  احتمالاتی هایالگوریتمغالبا بر مبنای  ترعملی

 

است ذکر  خور  در    احتمالی  متمایزمقادیر    تعداد  وورودی    داده  مجموعه  اندازه  از  تحلیلیداشتن    ها، داده  پردازش  هنگامکه    در 

  اساس  بر  که  گیریم می  نظر  در  را...    ، a،  d،  s  حرفی  کت  هایرشته   نهایت()بالقوه بی  نهایتبی  ةدنبال  .گیری نقشی پررنگ داردتصمیم

.  شودمی  محدودلاتین    حروف  تعداد  به  آن  بالای  کران  و  زد  تخمین  راحتی  به  توانمی  را  فردمنحصربه   تعدادلاتین باشد.    الفبای  حروف

 دقیق  محاسبه  برای  ساده نامة  لغت  بر  مبتنی   حلراه  و   نیست  احتمالاتی   رویکرد  هیچ   از  استفاده   به  نیازی  مورد،  این   در  که   است  بدیهی 

 . کندمی عمل خوب بسیار فردمنحصربه تعداد

 

  درهم مقادیر تاثیر گرفته و بر اساس   بلوم فیلتر الگوریتم مطرح از احتمالاتی  هایروش از بسیاری فرد،منحصربه تعداد  مسئله در حل

  بدون  فردمنحصربه مقادیر   تعداد مورد در منطقی «هایحدس»  و  کنندمی مشاهده  را آنها توزیع در رایج الگوهای ،سپس ، کرده عمل

 . زنندمی  آنها همه ذخیره به نیاز

 

 داده  های یگاهدر پا  یزشمارش اقلام متما

  DISTINCT  یدواژةاز کل  SQL  استفادة  ة داده و نحو  هایپایگاه  از(  مجموعه  ة )انداز  ینالیتهسنجش کارد  یمثال برا  ینآشناتر  احتمالا

آن    یزتمام اقلام متما  SELECT DISTINCT  در جدول اعمال شود، دستور    یستون  ی بر رو  یدواژهکل  ین ا  ی. وقت شودیم  ی ناش

  وجوهایپرس  .گرداندیموجود در ستون مورد نظر را برم  یزتعداد اقلام متما  SELECT COUNT DISTINCTدستور    وستون را  

تارمانه موردنیاز    که آمار استفاده از  یزمان یا    الکترونیک  تجارت  ةدر حوز  یژه وبه  ها در بسیاری از حوزه  COUNT DISTINCT  یحاو

 یاربس  معمولاکه    شوندیبت مروزانه« ث-»بازدیدهای  به نام  یکاربران اغلب در جدول  یدبازد  یها. دادهباشد بسیار شایع و رایج است

است.    یرهو غ   session_id  ،timestamp  ،product_id  ،user_ip_address  ،visit_duration  یرنظ   یی ا هیژگیو  یو دارا  استبزرگ  

 : یرز انتخاب دستور یبا اجرا

 

SELECT COUNT (DISTINCT user_ip_address) WHERE product_id = 9873947 

FROM DAILY_VISITS 

 

کرد.    یمخواه  یافتدر  ینمع  یروز  در  را  9873947  ةبه محصول با شناس  یافتهیکاربران( دسترس  یعنی )  یز متما  IP  ی هاآدرس  تعداد

است نیاز به زمان  خاص ممکن  ی جووپرس  ینرشد کند، و ا یفرد  یلیاردتا چند م تواندیروزانه م یدهایشلوغ، جدول بازد تارمانةدر 

 همراه باشد.  یرو با تأخزیادی برای پاسخ داشته 
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 Azureداده )مانند  هاییگاهپا یشتردر ب یککلاس COUNT DISTINCTاست که  یسازمرتب  یات از عمل یعمدتا ناش یرتأخ این

SQL/SQL Server  )ی تکرار   یستون، تمام رکوردها  یسازمگر آنکه ستون از قبل مرتب شده باشد. پس از مرتب  ،کننداعمال می  

  یسازمرتب  یاتعمل  ینةو شمارش شوند. هز  ییشناسا   یزاست تا اقلام متما  یکاف   یبیترت  یشایمپ   یکو    گیرند، یقرار م  یکدیگردر کنار  

  پذیریاسمق  یبه خوب  یفرد  یلیونچند م  یبرا  یحتنه تنها برای چند میلیارد ردیف بلکه  است و    𝑂(𝑛 𝑙𝑜𝑔𝑛)  یف،رد  nبا    ی در جدول

مختلف انجام    یهاستون   یرو  یمتعدد  یها- GROUP BYها و  -COUNT DISTINCT  یزساده ن   یوجوهاپرس   یحت  یست،ن

از جدول توان  میکار    جهت تسریع.  کندینم  یکمک  یگرستون د  یسازمرتب  یچیدگیستون به کاهش پ   یک  یسازو مرتب  دهند،یم

  nتا    تواندیم  kاز دارد. از آنجا که  ین  k  یزمتمامقادیر  نسبت به تعداد    یخط  یی همچنان به فضا  اما جدول درهم  ، کرداستفاده    درهم

 .یستمقرون به صرفه ن یزن یسازاستفاده از درهم یابد،  یشافزا

 

  تعداد منحصر به فرد   ین داده به تخم  یهاو انباره  دادهیگاهپا  یریتمد   هاییستمس  یدترجد  یهانسخه   پذیری،یاسرفع مسائل مق  جهت

محیطاندآورده  یرو  .  𝑆𝑄𝐿 𝑆𝑒𝑟𝑣𝑒𝑟 2019  یاتعمل  یدارا  APPROX_COUNT_DISTINCT (http://mng.bz/QWjm)  

 COUNTرا در    یو احتمالات یبیتقر  یکردرو ینا  Google BigQuery.  کندیکار م  یعاستفاده و سر  یکم  یاربس  یاست که از فضا

DISTINCT   و    دهد،یقرار م  فرضیش به عنوان پEXACT_COUNT_DISTINCT  که مطلقا به پاسخ    هایییتموقع  یرا برا

نام    لگابرلگ  شودیاجرا م  ئیگرهاینتخم  چنین  که در  یتمی(. الگورhttp://mng.bz/y4PJ)  داردیمحفوظ نگه م  ، است  یازن  یقدق

در    دهد،ی( ارائه میلوبایتدر فضا )در حد ک  سخت زیادی  ییجوصرفه، به طوری که  دکردن [ ابداع  2فلاژوله و همکاران ]  و آن را  دارد

)𝑂 ایمرتبه  در یین خطا را نسبتا پا میزانو  کند یرا پردازش م یلیوندر حد تربا تعداد اعضای  یی هادادهکه مجموعه  یحال
1

√𝑚
نگه   (

 است. 214مقدار  m یبرا یجاست. انتخاب را یتیب چند ةحافظ هایمدخل  تعداد ةدهندنشان mکه  داردیم

 

فضا    یی به کارا  یاتازه  ی معنا  لگابرلگحال،    ین با ا  اند.معرفی شدهکاهش دقت    یدر فضا به بها  ییجواز صرفه  ی متعدد  یهانمونه 

  ی واقع  تعداد منحصر به فرد  تخمینی از  حال  ینو در ع   ماندیم  یباق   کیلوبایت  چند  ةدر محدود  یشههم  یباکه تقر  یاگونهبه بخشد،یم

 کنیم. چند روش تخمین تعداد منحصر به فرد را معرفی می  در ادامه،  .دهد یدرصد( به دست م  ۲±کوچک )مثلا    یخطا  یانگینمرا با  
 

 خطی  شمارش 
  آستراهان،  مورتونرا    اصلی  طرح.  مطرح شد   فردمنحصربه  تعداد   مسئله  برای  احتمالاتی   رویکرد  اولین  عنوان  به خطی    شمارش  الگوریتم

 تیلور  هوارد  و  ،زاندن-واندر  براد  وانگ،   یانگ-کیو  را  عملی  الگوریتم  و   معرفی کردند  1366  سال  در  وانگ  یانگ-کیو  و  ،شولنیک  ماریو

که موجب برتری نسبت به   است سازدرهم ی تابع با مقادیر   درهماستفاده از طرح اصلی پیشنهادی آنها  . دادندپیشنهاد 1369 سال در

 فرصت . البته این  کندرا فراهم میمقادیر    سازیمرتب  به  نیاز  ها بدونامکان حذف تکراری   . استفاده از درهمهای دقیق شده استروش

  های تکراری خاصه »  هاتکراری   تواننمی)  درهم  احتمالی   هایتصادم  دلیل  به  خطا  احتمالکاهد و  بدون هزینه نیست و از دقت پاسخ می

منجر به   مناسب  پیمایش  روشبه همراه  ی  درهم  جدول  چنین  از  استفاده  ، شود. سخن کوتاهب میج اد( را مود  تشخیص  را  «تصادفی

 .  شودمی کامل یا جستجو با کمک درهم روشبهبود عملکرد فضا و زمان نسبت به 
 

  ایحافظه  به  و   باشند  بزرگ  بسیار  توانندمی  ی درهم  هایجدول  چنین  عظیم،   فردمنحصربه  تعداد  با  داده   هایمجموعه   برای  حال،   این  با

  به  اینقطه  در  محدود،  حافظه  با   هایی سیستم  برای.  کندمی  رشد  مجموعه  در  متمایزمقادیر    تعداد  با  خطی  صورت  به  که  رنددا  نیاز

  سخت   درهم  هایجدول  مزایای  شبکه،  یا  دیسک  به  کند  دسترسی  دلیل  به  که  داشت،  خواهد  نیاز  شده  توزیع  یا  دیسک  سازیذخیره

 . یابدمی کاهش

 



۵ 

 

  متناظر  های بیت  بلکه  کند، نمی  ذخیره  را  درهم  مقادیر   خطی  شمارش  الگوریتم  مشکلی،   چنین  زدن  دور   برای  بلوم،   فیلتر  ایده  مشابه

  تعداد   با   m  مقدار  که   شودمی فرض. کندمی  درهم  جدولرا جانشین    آرایة بیتی )تحت نام »شمارندة خطی«(   و   کند می  ذخیره   را  آنها

 در.  است  اجرا  قابل  که  دارد  نیازمقدار    هر  ازای  به  بیت  یک  به  فقط  موارد  اکثر  برای  اما  است،  متناسب  n  انتظار  مورد  متمایزمقادیر  

 h(x)  سازدرهم  مقدار  ،ساختاریداده  چنین  به  x  جدیدمقدار    افزودن  اب .  هستند  صفر  با  برابر  »شمارندة خطی«  در  ها بیت  همه  ابتدا،

 . شودمی یک برابر شمارنده در متناظر نمایةمقدار بیت در  و محاسبهمتناظرش 

 
 خطی   شمارنده  درج در  -1  الگوریتم

𝑥مقدار  :  ورودی ∈ 𝐷 

 h  سازدرهم   تابع  با  خطی  شمارنده:  ورودی

𝑗 ←  ℎ(𝑥)   

 آنگاه   LINEARCOUNTER[j] = 0  اگر

    𝐿𝐼𝑁𝐸𝐴𝑅𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅[𝑗] ←  1 

 

و در   شودمیآرایه    در  بیت  کمنجر به مقداردهی ی   متفاوت  ورودی  مقدار  دو  امکان دارد  ،h  سازدرهم  تابعبه دلیل استفاده از تک  

  مستقیما  تواند نمی  دیگر   متمایزمقادیر  (  دقیق  به   نزدیک   حتی  یا )  دقیق  تعداد   بنابراین،های فراوانی منجر شود.  نتیجه به تعداد تصادم

 . آید دست به ایفشرده  طرح چنین از

 

ی  هامدخل  شود موجب مینمایشگر    بیتی   رایهآ  و   شودمی(  درهم  مقادیرشدة    نمایه  های بیت)  هاسطل  در  مقادیر   توزیع  به  منجر  الگوریتم

 . دهدرا به دست می فردمنحصربه  تعداد تخمین آرایه در هایک تعداد مشاهده  .متناظر مقداردهی شوند 

 

 چنین   داشتن  با .  کندایجاد کمی  شد،   داده  نشان  1  الگوریتم   در  که   همانطور  را  ساختارداده  خطی،  شمارش   الگوریتم  اول  مرحله  در

 :زد تخمین معادله با   V خالی  هایبیت شده مشاهده کسر از استفاده  با توانمی را فردمنحصربه تعداد ای،فشرده طرح
(1) 𝑛 ≈  −𝑚 ⋅ ln 𝑉 

  باید   که  هاییبیت  تعداد  تصادم  هر. به بیان دیگر،  گذارندمی  تأثیر  خطی  شمارش  الگوریتم  در  فردمنحصربه  تعداد  تخمین  بر  ها تصادم

  وجود  درهم  تصادم   اگر.  کند می  واقعی   مقدار  از  بزرگتر  را  نشده  تنظیم  های بیت  شده   مشاهده  کسر  و  دهد می  کاهش  را  شوند  تنظیم

(  1)  معادله  و  هستند  ناپذیراجتناب  هاتصادم  حال،  این  با.  بود  نظر  مورد  فردمنحصربه  تعداد  شده،   تنظیم  هایبیت  نهایی  تعداد  نداشت،

  است،  صحیح  ی عدد مقدار  فردمنحصربه   تعداد   که  آنجایی   از  و   دهدمی  ارائه  فردمنحصربه  دقیق  تعداد  از  حدی  از  بیش  تخمین  واقع  در

شبیه محاسبات یافتن تعداد منحصر به فرد در الگوریتم     .کنیم  گرد  کوچکتر  صحیح  عدد  تریننزدیک  به  را  آن  نتیجه  دهیم می  ترجیح

عضو جدید برابر است   nاحتمال صفر بودن بیتی پس از درج  را به صورت زیر به دست آورد.    (1معادله )  توان مقدار تخمینبلوم می

 با  

pr (bit = 0) = (1−
1
𝑚
)
𝑛

≈ 𝑒−𝑛/𝑚 

 ها برابر است با در نتیجه، میانگین نسبت یک

𝐸[𝑁]

𝑚
= 1− 𝑒−𝑛/𝑚 

𝑁/𝑚توان از می Nاز  nجهت تقریب است.   های متناظر یک در فیلترتعدد بیت Nو  = 1− 𝑒−𝑛/𝑚 :مقدار زیر را بدست آورد 

𝑒−𝑛/𝑚 = 1−
𝑁

𝑚
 

 

𝑒−𝑛/𝑚 = 1−
𝑁

𝑚
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 کنیم لگاریتم طبیعی دو طرف را محاسبه می

−
𝑛

𝑚
= ln (1−

𝑁

𝑚
) 

𝑉با قرار دادن  = 1−
𝑁

𝑀
 داریم 

𝑛 = −𝑚 ln𝑉 

0که دقیقا برابر مقداری است که الگوریتم وقتی   < 𝑁 < 𝑚  زیر   صورت  به  را  شمارش  کامل  الگوریتم  سخن کوتاه،    گرداند. برمی  

 . کنیم تدیون می

 
 خطی  شمارش  با  فردمنحصربه  تعداد  تخمین  -2  الگوریتم

 D  داده  مجموعه:  ورودی

 فردمنحصربه   تعداد  تخمین:  خروجی

𝐿𝐼𝑁𝐸𝐴𝑅𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅[𝑖] ←  0, 𝑖 =  0…  𝑚 −  1   

𝑥  هر  برای ∈  𝐷  بده   انجام 

    𝐴𝑑𝑑(𝑥, 𝐿𝐼𝑁𝐸𝐴𝑅𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅) 

𝑍 ←  𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑖=0… 𝑚−1 (𝐿𝐼𝑁𝐸𝐴𝑅𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅[𝑖]  =  0)   

𝑚−⌋  برگرداندن  × ln
𝑍

𝑚
⌋ 

 

  ، کیف  ،لیسبون  برلین،  ،پاریس  برلین،  ،برلین  هاپایتخت  از  نام  بیست  شامل  ایهداد  مجموعه:  خطی  شمارش  الگوریتم  -3  مثال

 چنین   برایگیریم.  می  نظر  در  را  واشنگتن  کیف،   لندن،  پاریس،  برلین،  لیسبون،  رم،  رم،   ،وین   ، مادرید  ،آتن   ، رم  ،لندن  پاریس، 

است  حدود  استاندارد  خطای  داشتن  برای(  است  10  فردمنحصربه  دقیق  تعداد)  کوچک  فردمنحصربه  تعداد نیاز  درصد    طول   ده 

= 𝑚  بنابراین  کنیم،  انتخاب  انتظار  مورد  فردمنحصربهمقادیر    تعداد  اندازه  به  حداقل  را  ساختارداده  عنوان  به.  کنیممی  انتخاب  را    24 

,0,1}  در  مقادیر  با  h  سازدرهم  تابع … , 24 −   تعریف  زیر  صورت  به  که  کنیممی  استفاده   بیتی  32   نوع  3مورمور  بر  مبتنی   تابعی  از  {1 

 : است شده

ℎ(𝑥) = 𝑀𝑢𝑟𝑚𝑢𝑟𝐻𝑎𝑠ℎ3(𝑥)% 𝑚 

 . یافت  زیر جدول در توانمی را شهرها درهم مقادیر و

 

 چنین   طور که ذکر شدکه البته همان  دارند،  یکسانیدرهم    مقدار  مادرید   و  لندن  شهرهای  ،در جدول مشخص است  که  طورهمان

 :دارد را زیر نمای  ساختارداده.  هستند طبیعی کاملا  و انتظار مورد  هاییتصادم
 

1۵ 14 13 12 11 10 9 8 7 6 ۵ 4 3 2 1 0 

1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 
 

 : کنیممی محاسبه LINEARCOUNTER در را خالی هایبیت  V کسر خطی، شمارش الگوریتم به توجه با

ℎ شهر  ℎ شهر  (شهر )  (شهر )

 14 لندن 12 آتن

 1۵ لیسبون  7 برلین 

 14 مادرید  8 پاریس 

 11 واشنگتن  1 رم

 6 وین 13 کیف
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𝑉 =
9
16
= 0.۵62۵ 

𝑛برابر   شده  زده تخمین فردمنحصربه  تعداد  و ≈ −16× ln 0.۵62۵ ≈  است. 9.206

 .  شماریمدر ادامه چند ویژگی الگوریتم شمارنده خطی را برمی

مقدار   هر  پردازش  زمان  ،(است  صادق   سازدرهم  توابع  غالب  برای  که)   ای ثابت باشدارای زمان محاسبه د  h  سازدرهم  تابع  در صورتی که

  O(N)  زمانی  پیچیدگی  دارای  الگوریتم  بنابراین،.  است  هاتکراری   جمله  ازمقادیر    کل   تعداد   N  آن  در  که  است،  O(N)برابر مرتبة  

 .است

 

 . کرد تنظیم آن عملکرد بر تأثیرگذاری برای توانمی  که دارد وجود پارامتر تعدادی  دیگر،  احتمالاتی الگوریتم هر مانند 

 

𝛼  متمایزمقادیر    تعداد  به  آن  نسبت  و  m  بیتی  ةآرای  ةانداز  به  تخمین  انتظار  مورد  دقت =
𝑚

𝑛
  بستگی   شود، می  نامیده  بار  ضریب  که  

𝛼  اینکه  مگر.  دارد ≥  1    (m > n  نیست  جالب  که در عمل)،  غیرصفر  یاحتمال  𝑝𝑟احتمال   که  شود،  پر  بیتیة  آرای  که  دارد  وجود  اشباع 

 به  اشباع𝑝𝑟  احتمال.  کندمی  نهایتبی  را(  1)  معادلةمقدار    و  کرده  مخدوشکاملا    را  الگوریتمنتایج    و   شودمی  نامیده   یا اشباع  شدن  پر

 . باشد  ناچیز شدن پر احتمال تا  شود انتخاب بزرگ کافی ةانداز به باید  . پسدارد بستگی m ةانداز به هنتیج  در و بار ضریب

 

. دارد  وجود  m  بیتی  آرایه  اندازه  و  آن  بین  تعادلی  که  است  خطی  شمارش  حاصل از  تخمین  تغییرپذیری  از  معیاری  𝛿  استاندارد  خطای

 . دهدمی افزایش را موردنیاز حافظه اما شود،می تردقیق هایتخمین  به منجر استاندارد خطای کاهش

 

 بیتی آرایه اندازه  و  دقت  بین تعادل. 2 جدول
m n 
𝛿 = 10% 𝛿 = 1%  

268 ۵329 1000 
1709 7960 10000 

12744 26729 100000 
100880 1۵4171 1000000 
831809 1096۵82 10000000 

7061760 8۵71013 100000000 

 

  ایشده  محاسبه  پیش  از  مقادیر  الگوریتم  نویسندگان  حال،  این  با .  ندارد  تحلیلی   حلراه  و  است  پیچیده  بسیار  m  انتخاب  به  وابستگی

اشباع𝑝𝑟  قابل قبول تکمیل  احتمال  برای = به دلیل صفر نبودن    .کرد  استفاده  مرجع  عنوان  به  آنها  از  توانمی  و  اند کرده  معرفی  را  0.7%

 همه   توانمی  کوچک،  داده  هایمجموعه با  کار  هنگام.  کندمی  مخدوش  را  2  الگوریتم  و  شودمی  پر  ندرت  به  بیتی  آرایه،  اشباعاحتمال  

  هایمجموعه  برای  ی ئهاحلراه  چنین  ،اما .  داد  افزایش  راة شماندة خطی  انداز  یا  نمایه کرد  دوباره  متفاوت   سازدرهم  تابع  با   رامقادیر  

 . دارند ها جانشین  جستجوی به نیاز بالا،  نسبتا زمانی  پیچیدگی  با همراه و  کرد نخواهند  کار عظیم  داده

 

 خوب  بسیار  نیست،  بزرگ  خیلی  شودمی  گیریاندازه  که  ایداده  مجموعه  فردمنحصربه   تعداد  که  زمانی   خطی  شمارش  حال،   این   با

  فردهای منحصربه   تعداد  برای  ممکن  رفتار  بهترین  ارائه  برای  که  کرد  استفاده   دیگر  هایالگوریتم   بهبود  برای  آن  از  توانمی  و  کند می  عمل

  از  دلیل  همین  به  است،  دقیق  مقدار  با  متناسب  تقریبا  فردمنحصربه   تعداد  تخمین  خطی،  شمارش  الگوریتم  در  .اند ایجاد شده  عظیم
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  «لگاریتمی»  شمارش  عنوان  به  تواند می  که   گیریم می  نظر  در   رانشینی  جا   الگوریتم  بعدی،   بخش  در.  شودمی  استفاده  «خطی»  اصطلاح

 . هستند واقعی  فردمنحصربه   تعداد لگاریتم که است هاییتخمین  بر مبتنی زیرا شود بندیطبقه 

 

 احتمالاتی   شمارش 
مقادیر    درهم  های نمایش  در  ولا متد  الگوهای  مشاهده  اساس  بر  یشمارش   الگوریتم  1364  سال  در  مارتین  نایجل.  جی   و  فلاژوله  فیلیپ

 توزیع   با  صحیح  اعداد   شود و آن را به عددی ازمی  اعمال  ورودیمقدار  بر    h  سازدرهم  تابع  ،مطابق موارد قبلی .  معرفی کردند  ورودی

,0,1}  بازة در یکنواخت-نزدیک … , 2ℓ −  : کند می  تبدیل ℓ  طول به دودوئی هایرشته  مجموعهای از به رشته معادل،  طور به یا {1 

(2) ℎ(𝑥) =  𝑖 =∑ 2𝑘 × 𝑖𝑘
ℓ−1

𝑘=0
= (𝑖ℓ−1… 𝑖1𝑖0)2, 𝑖𝑘 ∈  {0,1} 

10𝑘  الگوهای احتمال حضور که تشخیص دادند  مارتین  و فلاژوله = 1 00. . . 0⏞  

𝑘 بار 

مقدار  هر برای اگر و برابر است دودوئی  هایرشته در 

 ،«رتبه»  نام  به  آن،  شاخص  با  توانمی  را  الگو  هر  .کنند  ایفا  را  فردمنحصربه   تعداد  گرتخمین   نقش  توانندمی  شوند،   ثبت  نمایه شده

 : آیدبه دست می معادله زیر از که کرد مرتبط

(𝑖)رتبه  (3)  = {
min
𝑖𝑘≠0

𝑘 , ∀𝑖 > 0

ℓ,             𝑖 = 0
 

 

 .شودمی شناخته اهمیت کمترین  با 1 عنوان به که است 1 ترینراستسمت  متناظر موقعیت  اساساو 

 

 رتبه  ةمحاسب - 4 مثال

 : برابر است با LSB 0 گذاریشماره حآن با طر دودوئی  نمایش که  گیریممی  نظر در را 42 بیتی  8 صحیح عدد

42 =  0 × 27  + 0 × 26 + 1 × 2۵ + 0 × 24 + 1 × 23 + 0 × 22 + 1 × 21 + 0 × 20 = (00101010)2 

  با  است برابر 42ة رتب ،(3)در معادلة   تعریف به توجه  با.  شوندمی ظاهر ۵ و  3 ،1 هایموقعیت  در هایک

(42)رتبه   =  𝑚𝑖𝑛 (1,3,۵)  =  1 

 

(⋅)رتبه متناظرا    یا  ،10𝑘  الگوی  رخدادهای = 𝑘،  صورت   به  توانمیرا    مقدار نمایه شده  هر  سازدرهم  مقادیر  دودوئی  هاینمایش  در  

   .شودمی شناخته نیز م«ف طرح» و یا  شوند ذخیره ℓای شمارنده به طول آرایه ساختارداده در فشرده
 

  سازدرهم  تابع  با   را  آن  درهم  مقدار  ،ساختارداده  در  x  جدید مقدار    هنگام درج .  هستند  صفر  با  برابر  شمارنده  در  ها بیت  همه  ابتدا،   در

h ،مراحل در الگوریتم زیر بیان شده استدهیممی قرار یک برابر آرایه در را متناظر بیت و ،رتبه متناظر را محاسبه سپس محاسبه .. 

 
 ساده   شمارندهدرج مقدار در  :  3  الگوریتم

𝑥مقدار  :  ورودی ∈ 𝐷 

 h  سازدرهم  تابع  با  ساده  شمارنده:  ورودی

𝑗 ←   (ℎ(𝑥))رتبه 

𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅[𝑗]  اگر ==  آنگاه   0

    𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅[𝑗] ← 1 
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مقادیر    ةهم  شده   درهم  مقادیر  میان  در  10𝑗  الگوی  مشاهدة  بار  حداقل یک  معنای  به  jت  موقعی  در  شمارنده   در  یک  ترتیب،  این  به

 .است نمایه شده 

 xبه رتبه  محاس  -4  یتمالگور

   x  یح: عدد صحورودی

   1ام برابر  -j  یتب  با شرط  j  ینکوچکتریا    xرتبه    :خروجی
𝑗 ←  0   

𝑙 = 𝑙𝑒𝑛(𝑥)  

𝑗تازمانی که   < 𝑙     ادامه بده 

𝑥)اگر         ≫ 𝑗 & 1) == 1 

 j برگرداندن               

     𝑗 ←  𝑗 +  1 

   h(x)رخ ندادن به دلیل غیرصفر بودن    //  lبرگرداندن  

 

 

 

  رم،   لندن،  پاریس،  کیف،  لیسبون،  برلین،  پاریس،  برلین،  برلین،  اعم از  هاپایتخت  از  نام  بیست  ةداد  مجموعه : شمارنده  ساخت  -۵  مثال

 . گیریم را در نظر می واشنگتن کیف، لندن،  پاریس،  برلین، لیسبون، رم، رم، وین،  مادرید،  آتن،

,0,1}  به   رامقادیر    که   کنیم می  استفاده  h  سازدرهم  تابع   عنوان  به   بیتی  32  نوع  3مورمورتابع درهم      از … , 232 −   د، کنمی  نگاشت  {1

ℓ  طول  بهای  هدر نتیجه از شمارند =   هارتبه  ،(3)  تعریف  و  3 مثال  در شده  محاسبه  سازدرهم  مقادیر   از  استفاده   با. گیریمبهره می  32

 :کنیم می محاسبهمقدار  هر برای را

 

 

 

 

 

 
 

 :دارد را زیر شکل شمارنده  بنابراین،

1۵ 14 13 12 11 10 9 8 7 6 ۵ 4 3 2 1 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 

31 30 29 28 27 26 2۵ 24 23 22 21 20 19 18 17 16 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 

  متمایزمقادیر  درصورتی که تعداد  .  کنیمرا مطرح میای نظری  در ادامه بر اساس مشاهدات نتیجه   یرمقاد  یکنواخت  یعتوز  با فرض

𝑛  اول در حدود  یتدر موقع  1که مقدار    رودمیانتظار    باشد،  nشده برابر    نمایه  تاکنون
2

در  ظاهر شدن مقدار یک  ظاهر شود،    دفعه  

𝑛دوم در حدود    یتموقع

برابر   kظهور یک در موقعیت    تعداد   .آیدبه دست متعداد رخدادها در هر موقعیت    یبترت  ینو به هم  ، دفعات  22
𝑛

2𝑘
𝑗اگر  است.       ≫  𝑙𝑜𝑔2 𝑛  یت در موقع  1  مقدار  ة باشد، احتمال مشاهد  j-  مقدار    یجهدر نت  .کند به صفر میل میامCounter[j] 

ℎ شهر  ℎ شهر  رتبه  (شهر )  رتبه  (شهر )

 1 34۵0927422 لندن 2 4161497820 آتن

 0 629۵۵۵247 لیسبون  0 3680793991 برلین 

 1 29701۵4142 مادرید  3 26732488۵6 پاریس 

 0 4039747979 واشنگتن  0 ۵012270۵ رم

 1 3271070806 وین 0 3491299693 کیف
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𝑗صفر خواهد بود. به طور مشابه، اگر یتبا قطع یباتقر ≪  𝑙𝑜𝑔2𝑛  باشد، مقدارCounter[j] خواهد بود.   یکبرابر با   یتبا قطع یباتقر

 برابر است. یباتقر  یتدر آن موقع 0 یا  1 ةباشد، احتمال مشاهد  𝑙𝑜𝑔2𝑛  در حدود jاگر مقدار 

 

ظاهر  که مقدار صفر    ( راRی ) یتموقع  ترینراستتوان سمت  می  ، شمارنده  ةیدر آرا  دادهمجموعهمقادیر  تمام    درجپس از    ،در نتیجه

جهت بهبود   𝜙  یحتصح  یبدر عمل، ضرو مارتین نشان دادند که    ژولهلاف.  در نظر گرفت  𝑙𝑜𝑔2𝑛  تخمینبه عنوان شاخص  شود  می

 : شودیانجام م یرزمعادلة ( با یزمتمامقادیر )تعداد  ینالیتیکارد ینلازم است و تخم تخمین

(4)   𝑛 ≈
1
𝜙

2𝑅 

 

𝜙  که ≈   ین صفر( به عنوان تخم  ترینراستصفر )  یتب  ینترارزشکم  یت از موقع  ینو مارت  ژولهلافسخن کوتاه،    است.  0.773۵1

الگور  کردنداستفاده    ینالیتیکارد هم  یتمو  بر  را  ا  ینخود  با  ساختند.  مشاهد  یناساس  از  موقع  یدد  توانمی  بالا   ة حال،    یت که 

استفاده شودیهم  به  تواندیم  یزن(  1  ترینچپ )  1  یتب  ینترپرارزش  توز  .ن منظور  نت  تریکنواختآن    یعاما   ی خطا  یجهاست و در 

  یبندمعادله  یربه صورت ز  توانمی  را  ساده  ةصفر در شمارند  یتموقع   ترینراست   ةمحاسب  الگوریتم  . کندیم  یجادا  یتراستاندارد بزرگ

 کرد.

 صفر  ترینچپ سمت  موقعیت    محاسبه  -۵  الگوریتم

 ℓ  طول  به  ساده  شمارنده:  ورودی

 صفر   موقعیت  ترینسمت چپ :  خروجی

− ℓتا    0از      j  برای  بده   انجام  1 

 گاه آن  COUNTER[j] == 0  اگر

 j  برگرداندن     

 ℓ  برگرداندن

 

 ساده  شمارنده  با  فردمنحصربه   تعداد تخمین: 6 مثال

 . کنید محاسبه را فردمنحصربه مقادیر   تخمینی  تعداد و  گیریم می نظر در را ۵ مثال آرایة

 
1۵ 14 13 12 11 10 9 8 7 6 ۵ 4 3 2 1 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 

31 30 29 28 27 26 2۵ 24 23 22 21 20 19 18 17 16 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

  ، ( 4)  معادله  به  توجه  با  بنابراین،  شود، می  ظاهر  R = 4  موقعیت  در  0  مقدار  ترینچپ  COUNTER  در  ،۵  الگوریتم  از  استفاده   با

 است فردمنحصربه  تعداد تخمین

𝑛 ≈
1

0.773۵1
 24 ≈  20.68 

  هستند  صحیح  اعداد   R  مقادیر  زیرا  است  زیادی  خطای  ارایدر نتیجه حاصل تخمین د  است،  10  مجموعه  فردمنحصربه  دقیق  تعداد

های دودوئی باشند. در مثال حاضر ارای تفاوتی از مرتبه توان د  که  آوریم  دست  به  را  نتایجی  توانیممی  نزدیک   بسیار  هایرتبه  برای  و

 کند.  تولید می را 10.34 نسبتا مناسب تخمین R=3 ،نیز
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  نسبتادارای وردایی  اما  دهد،  ارائه را نزدیکی  بسیار انتظار مورد مقادیر  تواندمی معمول  شمارنده اساس بر  فردمنحصربه  تعداد تخمین

 .دارای اختلاف از مرتبه دو برابر است 𝛿 استاندارد خطای با کردیم،  مشاهده نیز  قبل مثال در که همانطور معمولا،  که است بالایی

 

  خود  بینیپیش واقع،  در.  است  فردمنحصربه  تعداد  برای  بالا  اطمینان  با هایتخمین   فقدان  شمارندهتک  رویکرد  ضعفناگفته پیداست،  

افزایش     نتیجه  در  و  شمارنده  زیادی  تعداد  استفاده از  الگوریتم  منطقی  بهبود  رو،  این  از.  دهدمی  انجام  ی واحدتخمین   اساس  بر  تنها  را

شمارنده } ی مزبورها شمارنده  از  𝑅𝑖  هایبینیپیش  از  گیریمیانگین  با  توانمی  را  n  نهایی  بینیپیش.  است  هاتخمین  تعداد
𝑖
}
𝑖=0

𝑚−1
 به  

 : است زیر شکل به احتمالاتی شمارش الگوریتم( 4) شده اصلاح معادله سخن کوتاه،  .آورد دست

(۵)   𝑛 ≈
1
𝜙

2
1
𝑚
∑ 𝑅𝑖
𝑚−1
𝑖=0  

 

  ساخت  برای  عملی   اشکال   .داشت  خواهددر پی    راکوچکتر    بسیار  وردایی   با   اما   کیفیت  همان   با   تخمینی  مقدار  n  فرد منحصربه   تعداد   و

m  مقادیر  محاسبه  به  نیاز  مستقل،  شمارنده  m  در  توانمی  را  سازدرهم  تابع  هر  اینکه  به  توجه  با  که  است  متفاوت   سازدرهم  تابع  O(1) 

آنها    کرد،  محاسبه نتیجه    و  O(m)  زمانی  پیچیدگی  دارایمحاسبه همة    حلراه  .را در پی دارد  بالا   نسبتاپردازشی    هایهزینه در 

  تابع  یک   با   صرفا   سازدرهم  تابع  m  به دیگر سخن، .  است  « تصادفی  گیریمیانگین»  اعمال   احتمالاتی،   شمارش  الگوریتم  سازیبهینه 

 m  از  یکی  انتخاب  برای  r  باقیمانده.  شودمی  تقسیم  باقیمانده  و   قسمتخارج  ه دو بخشب  آن  مقدار  حاصل  اما  شوندمی  نشینجا

 . شودمی استفاده  شمارنده آن در روزرسانیبه برای مناسب شاخص یافتن و رتبه محاسبه برای q قسمتخارج و  شمارنده

 
 ها شمارنده   روزرسانیبه  برای  گیریمیانگین   از  استفاده:  6  الگوریتم

𝑥مقدار  :  ورودی ∈  𝐷 

 h  سازدرهم  تابع  با  ساده  شمارنده  m  از  ایآرایه :  ورودی

𝑓𝑟 ←  ℎ(𝑥)% 𝑚   

 𝑓𝑞 ← ⌊
ℎ(𝑥)

𝑚
⌋ 

𝑗 ←  𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑓𝑞)  

𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅𝑓𝑟[𝑗] ←  1  

 

  کافی   اندازه  به  قسمتخارج  بر  مبتنی مقادیر    توزیع  که  فرض  این  با   احتمالاتی،  شمارش  به  6 تصادفی  گیریمیانگین  الگوریتم  اعمال  با

𝑛  که  باشیم  داشته  انتظار   است  ممکن  است،  منصفانه
𝑚

𝑖=0{𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅𝑖}  ساده  شمارنده   هر  توسطمقدار    
𝑚−1  باشند،  شده  اندیس  

𝑛  برای  خوبی  تخمین(  ۵)  معادله  بنابراین
𝑚

ای که فلاژوله و مارتین پیشنهاد دادند به صورت زیر و . پس معادلهاست  n  مستقیما  و نه  

 الگوریتم پیشنهادی آنها به صورت زیر است:

(6 )   𝑛 ≈
𝑚

𝜙
 2𝑅̅  =  

𝑚

𝜙
 2

1
𝑚
∑ 𝑅𝑖
𝑚−1
𝑖=0  

 (PCSA)  مارتین-فلاژوله  الگوریتم:  7  الگوریتم

 D  داده  مجموعه:  ورودی

 h  سازدرهم  تابع  با  ساده  شمارنده  m  از  ایآرایه :  ورودی

 فردمنحصربه   تعداد  تخمین:  خروجی

𝑥  برای ∈  𝐷  بده   انجام 

    𝑓𝑟 ←  ℎ(𝑥)% 𝑚   

      𝑓𝑞 ← ⌊
ℎ(𝑥)

𝑚
⌋ 

    𝑗 ←  𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑓𝑞)  
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      𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅𝑓𝑟[𝑗] ←  1  

𝑚  تا  0از    r  برای −  بده   انجام  1

    𝑅 ←  𝐿𝑒𝑓𝑡𝑀𝑜𝑠𝑡𝑍𝑒𝑟𝑜(𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅𝑓𝑟) 

    𝑆 ←  𝑆 +  𝑅 

    𝑆 ←
1

m
𝑆 

  برگرداندن
𝑚

𝜙
 2𝑆 

 

  نیز  مارتین-فلاژوله  الگوریتم  همچنین  و   شودمی نامیده(  PCSA)   تصادفی   گیریمیانگین  با   احتمالاتی   شمارش  الگوریتم  بالا   الگوریتم

 𝑂(1)  حدود  بهمقدار    هر  برای  را  زمانی  پیچیدگی  کند، می  استفاده  سازدرهم  تابع  m  از  که  اینسخه   با  مقایسه  در.  شودمی  شناخته

 . دهدمی کاهش

 

  نظر  در   را  6  مثال   در  شده  محاسبه  سازدرهم  مقادیر  و   داده   مجموعه:  تصادفی   گیریمیانگین  با  فردمنحصربه   تعداد  تخمین  -7مثال

= 𝑚  سازیشبیه  با   را  تصادفی  گیریمیانگین  فن  و   گیریممی  از   یکی  انتخاب  برای  r  باقیمانده  از.  کنیممی  اعمال  سازدرهم  ابعت  3 

 . کنیممی استفاده رتبه محاسبه برای q قسمتخارج از و شمارنده سه

 

 

  نمایه از پس. است منصفانه کافی اندازه به توزیع بنابراین،  کند،می مدیریت را شهرها سوم یک حدود به مربوط اطلاعات شمارنده هر

 را زیر شکل 0آیند. شمارنده حاصل به دست می هایشمارنده مربوطه، هایشمارنده در مناسب هایبیت تنظیم ومقادیر  همه کردن

 :دارد

 
1۵ 14 13 12 11 10 9 8 7 6 ۵ 4 3 2 1 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 

31 30 29 28 27 26 2۵ 24 23 22 21 20 19 18 17 16 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 

 به صورت زیر است:   1شمارنده 

1۵ 14 13 12 11 10 9 8 7 6 ۵ 4 3 2 1 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 

31 30 29 28 27 26 2۵ 24 23 22 21 20 19 18 17 16 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 

ℎ شهر  ℎ شهر  ( qرتبه) r Q (شهر )  ( q)رتبه r q (شهر )

 2 11۵0309140 2 34۵0927422 لندن 2 138716۵940 0 4161497820 آتن

 0 2098۵1749 0 629۵۵۵247 لیسبون  1 1226931330 1 3680793991 برلین 

 2 9900۵1380 2 29701۵4142 مادرید  3 8910829۵2 0 26732488۵6 پاریس 

 0 1346۵826۵9 2 4039747979 واشنگتن  4 16707۵68 1 ۵012270۵ رم

 0 10903۵693۵ 1 3271070806 وین 2 1163766۵64 1 3491299693 کیف
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 به صورت زیر است:   2شمارنده 

1۵ 14 13 12 11 10 9 8 7 6 ۵ 4 3 2 1 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 

31 30 29 28 27 26 2۵ 24 23 22 21 20 19 18 17 16 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 

𝑅0  از  عبارت(  اندشده  مشخص  بالا  در  که)  شمارنده   هر  برای صفر  هایموقعیت  ترینچپ سمت    =  1، 𝑅1  = 𝑅2 و   3  = .  هستند  1

 است ( 6)  معادله به توجه با  فردمنحصربه   تعداد تخمین بنابراین،

𝑛 ≈
3
𝜙
 2

1
3∑ 𝑅𝑘

2
𝑘=0 ≈

3
0.773۵1

 2
1+3+1

3 ≈ 12.31 

 طور  به  زیاد،  های شمارنده از استفاده بدون حتی  و  ، شده است 10 فردمنحصربه تعداد   واقعی مقدارتر به  بسیار نزدیک حاصل تخمین

 . کندمی عمل بهتر 6 مثال تخمین از توجهی قابل 

 

 هاویژگی 

𝑛های  در نسبت  و  کندمی  کار  خوبی  به  زیاد  فردمنحصربه  تعداد  با  داده  هایمجموعه   برای  مارتین-فلاژوله  الگوریتم

𝑚
>   هایتقریب  20

می  خوبی دست  الگوریتم می  حال،  این  با .  دهدبه  از  داده  برای  الگوریتم  در  غیرخطی های  توان  مجموعه  با  با  کار    تعدادهای 

  پیشنهاد   احتمالیاصلاحی    1386در سال    ماوه  مارتین  و  شویرمان  بهره برد تا نتایج را بهبود داد. بیورن  کوچک  فردهایمنحصربه 

  فردهای منحصربه   تعداد  برایمتناسب ساختند که    کوچک  فردهایمنحصربه   تعداد  برای  عبارتی  افزودن  با  را(  6)  و معادلة  که  کردند

 : شودمی همگرا صفر به بزرگ

(7)   𝑛 ≈
𝑚

𝜙
(2𝑅̅ − 2−𝜒𝑅̅) 

 

𝜒  که ≈  را   آن  توانمی  و  دارد  معکوس  رابطه  شده   استفاده  هایشمارنده  تعداد   با   مارتین-فلاژوله  الگوریتم  𝛿  استاندارد  خطای.  1.7۵

 :کرد محاسبه تقریبی صورت به

𝛿 ≈
0.78

√𝑚
 

 به  توانمی  را  شمارنده  هر  ℓ  طول .  یافت  ۵  جدول  رد  توانمی  را  پرکاربرد  هایشمارنده  تعداد  برای  استاندارد  خطای  مرجع  مقادیر

 :که کرد انتخاب ایگونه

𝑀 > 𝑙𝑜𝑔2 (
𝑛

𝑚
) + 4 

 

= ℓ  بنابراین،  .است کافی  شمارنده 64 از استفاده با  109 از فراتر بسیار فردهایمنحصربه  تعداد شمارش برای عملا 32 

 

 (ℓ = 32) سازیذخیره و دقت  بین  تعادل -۵ جدول

m حافظه 𝛿 

 درصد 9.7 بایت  2۵6 64
 درصد 4.8 کیلوبایت  1.024 2۵6

 درصد 2.4 کیلوبایت  4.1 1024
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  یک   آن  نتیجه  که  کرد  ادغام  هم   با   بیتی  OR  عملیات  اعمال  با   راحتی  به  توانمی  را  مختلف  داده   هایمجموعه  متناظر   های شمارنده

از   اما، .  کنندنمی  پشتیبانی  حذف  از  احتمالاتی  ش شمار  هایالگوریتم  بلوم،  فیلتر  مانند هاست.  شمارنده برای کل آن مجموعه داده

 پوشش داد.  توان حذف را  فضا میو با افزایش رویکردی مشابه بلوم شمارنده 

 

  لگلگلگ و ابرلگ هایروش
  ها الگوریتم   از  لگلگ  خانواده  شوند، می  استفاده  عمل  در  که  فردمنحصربه   تعداد  تخمین  برای  احتمالاتی  هایالگوریتم  پرکاربردترین

  آن   جانشیندو روش    و  ،1382  سال  در  فلاژوله  فیلیپ  و  دوراند  ماریان  پیشنهادی  که  است  LogLogلگ  لگ   الگوریتم  شامل  که  است

  تخمین   بیان دیگر،  به  .کنندمی  استفاده  احتمالاتی  شمارش  الگوریتم  مشابه  رویکردی  از  ها الگوریتم است.    لگ++لگ و ابرلگابرلگ 

  کمکی  حافظه  به  آنها  همه.  شودمی  انجام   مقادیر  دودوئی  نمایش   در   ابتدایی   صفرهای  تعداد  حداکثر  مشاهده   با   n  فردمنحصربه  تعداد

 . کنند تولید فردمنحصربه  تعداد  از تخمینی تا کنندرا یکبار پیمایش می هاداده و  دارند نیاز

 

  شودمی  پردازشپیش  یسازدرهم  تابع  اعمال  با  داده  مجموعه  درمقدار    هر  های قبلی تعیین تعداد منحصر بفرد اجزا،مطابق منوال روش 

,0,1}بازة   در یکنواخت کافی  توزیع با  صحیح اعداد  به  رامقادیر  که … , 2ℓ−1}  دودوئی  هایرشته مجموعه روی بر  معادل،  طور به یا  

 : کندمی تبدیل M طول به

ℎ(𝑥) = 𝑖 =∑𝑖𝑘2𝑘
ℓ−1

𝑘=0

= (𝑖ℓ−1… 𝑖1𝑖0)2, 𝑖𝑘 ∈  {0,1} 

  تعدادی  به  را  ورودی  جریان  یا  اولیه  ةداد  مجموعه  ابتدا،.  کنیممی  یادآوری  دیگر  بار  اینجا  در  که  است  PCSA  مشابه  هاالگوریتم   مراحل

 زیرا  تصادفی،   گیریمیانگین  به  توجه  با   سپس،.  شوندمی  نمایه  ساده   شمارنده  m  از  یکی   با   کدام  هر  که  کند می  تقسیم  زیرمجموعه

  در   کنیم،می  انتخاب  h(x)  درهم  مقدار  از  بخش  یک  از  استفاده  با  x  خاصمقدار    برای  را  شمارنده  دارد،  وجود  واحد  سازدرهم  تابع

 .شودمی استفاده مربوطه  شمارنده روزرسانیبه برای دیگر بخش  که حالی

 

  دهند، می  رخ   خاص  شمارنده   برای  مقادیر  ابتدای  در   که  هستند  10𝑘  الگوهای  مشاهده   اساس   بر  اینجا  در  بحث  مورد  هایالگوریتم  همه

  ساز درهم مقدار دودوئی  نمایش در اهمیت کمترین با  1 موقعیت  معادل  رتبه. کنند می مرتبط رتبه، نام به آن، شاخص با  را الگو هر و

  دیده   هایرتبه  اساس  بر  را  خود  فردمنحصربه   تعداد   مشاهده  شمارنده  هر.  شود  محاسبه  ( 3)  معادله  با   تواندمی  و   است  مقدار نمایه شده

 . شودمی  تولید ارزیابی  تابع از استفاده با  مشاهداتی چنین از فردمنحصربه  تعداد نهایی تخمین و سازد، می شده

 

- فضا  یحلراه  لگلگ  الگوریتم  اما   ، است  پرهزینه  نسبتا    احتمالاتی   شمارش  الگوریتم  در  هاشمارنده  نگهداری  سازی،ذخیره  مورد  در

 . کند می پیشنهاد سوگیری تصحیح رویکرد و بهتر ارزیابی  تابع با همراه را کارآمدتر

 

 لگلگ  الگوریتم

تعداد کل عنصرهای    nقرار دارد. در صورتی که    h  واحد   سازدرهم  تابع   با   ورودیمقدار    هر  ةرتب  ةمحاسب  بر اساس  لگلگ  الگوریتم

𝑛توان ادعا کرد که  می  ، شده در شمارنده است  نمایه

2𝑘
ده شده نشانه و تقریب مناسبی  هپس رتبة بیشینه مشا  اختیار کنند  kرتبة  مقدار    

log2از مقدار  𝑛  :فراهم کند 

(8)   𝑅 = 𝑚𝑎𝑥𝑥∈𝐷(𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑥)) ≈ 𝑙𝑜𝑔2𝑛 



1۵ 

 

 

 

 از  لگلگ  الگوریتم  خطا،  کاهش  برای  معنی است.برابر مقدار واقعی بود که عملا بی  1.87ولی تخمین مذکور دارای خطایی با مرتبة  

= 𝑚  به  را  داده  مجموعه  و  کند می  استفاده  تصادفی   گیریمیانگین  بر  مبتنی  بندیسطل  2𝑝  زیرمجموعه  {𝑆0, 𝑆1, … , 𝑆𝑚−1}  

  داده،   مجموعه  از  xمقدار    هر  برای  بنابراین،.  کند می  تعریف  را  شده  استفاده  هایبیت  تعداد  p  دقت  پارامتر  آن  در  که  کند،می  تقسیم

p درهم مقدار اول بیت  ℓ -بیتی h(x) شاخص یافتن برای توانمی را  j گرفت مناسب زیرمجموعه : 

𝑗 = ( 𝑖𝑝−1… 𝑖1𝑖0)2
 

 

  به   ( 8)  معادله   طبق  𝑅𝑗  مشاهده   و   شده   محاسبه  رتبه  تا   شوندمی  اندیس   COUNTER[j]  متناظر  شمارنده   در   بیت  (ℓ - p)  بقیه  و

 . آید دست

 

پس،    𝑛/𝑚  دارای  زیرمجموعه   هر   منصفانه،   توزیع  با  بود.  خواهد  𝑗 = 0{𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅[𝑗]}  ها شمارنده  در  ها -𝑅𝑗عضو 
𝑚 − 1  توانند می  

log2  مقدار از اینشانه
𝑛

𝑚
 اد: د  کاهش را مشاهده  ردائیو توانمی سوگیری، تصحیحو  آنها حسابی میانگین از استفاده با و دهند، ارائه 

𝑛 = 𝛼𝑚 ⋅  𝑚 ⋅  2
1
𝑚
∑ 𝑅𝑗
𝑚−1
𝑗=0  

 

α𝑚  آن  در  که  =  (Γ (−
1

m
) ×

1 − 2
1
𝑚

log 2
)

𝑚

≈ 0.39701−
2𝜋2+(𝑙𝑛2)2

48𝑚
  عملی  موارد  اکثر  برای  حال،  این   با   .است  گاما   تابع  (⋅) Γو    ،

𝑚 ≥ 𝛼𝑚  از استفاده 64  ≈  کند. کفایت می 0.39701

 
 لگ لگ   با  فردمنحصربه  تعداد  تخمین  -8  الگوریتم

 D  داده  مجموعه:  ورودی

 h  سازدرهم  تابع  با  لگلگ   شمارنده  m  از  ایآرایه :  ورودی

 فردمنحصربه   تعداد  تخمین:  خروجی

𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅 [𝑗] ←  0, 𝑗 =  0…  𝑚 −  1   

𝑥  برای ∈ 𝐷  بده   انجام 

    𝑖 ←  ℎ(𝑥) = (𝑖ℓ−1… 𝑖1𝑖0)2, 𝑖𝑘 ∈  {0,1} 

    𝑗 ← (𝑖𝑝−1… 𝑖1𝑖0)2
 

    𝑟 ←  𝑟𝑎𝑛𝑘 ((𝑖ℓ−1… 𝑖𝑝 + 1𝑖𝑝 )2
) 

    𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅[𝑗] ←  𝑚𝑎𝑥(𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅[𝑗], 𝑟) 

𝑅 ←
1

𝑚
∑ 𝐶𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟[𝑗]𝑚−1
𝑗=0    

α𝑚  برگرداندن ⋅  𝑚 ⋅  2R 

 

کنیم خروجی درهم طولی  بیت جهت انتخاب شمارنده نیاز داریم. فرض می p = log4=2پس در نتیجه  m=4فرض کنید  - 8مثال 

 شود.  های صفر و یک برای شمارنده و بقیه شش بیت برای محاسبة رتبه استفاده میبرابر هشت بیت دارد. پس بیت
  (b₇b₆b₅b₄b₃b₂)  (b₁b₀) h(x) (8 bits) شهر 

011010 10 = 2 01101010 Tehran 

101100 11 = 3 10110011 Paris 

000111 00 = 0 00011100 London 

110010 10 = 2 11001010 Berlin 
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001011 01 = 1 00101101 Rome 

010011 10 = 2 01001110 Madrid 

100001 11 = 3 10000111 Kyiv 

111000 00 = 0 11100000 Vienna 

 شود. های بالایی حساب میدر قدم بعدی رتبه بیت 

 شهر (b₇b₆b₅b₄b₃b₂) رتبه 

1 011010 Tehran 

۲ 101100 Paris 

0 000111 London 

1 110010 Berlin 

0 001011 Rome 

0 010011 Madrid 

0 100001 Kyiv 

۳ 111000 Vienna 

 شوند.  ها با عملیات بیش بروز میدر قدم بعدی شمارنده

 jشمارنده   شهرهای تخصیص یافته  رتبه  بیش شمارنده 

 r=3 0و وین با  r=0لندن با  {0,3} ۳

 r=0 1رم با  {0} 0

 r=0 2و مادرید با  r=1و برلین با  r=1طهران با  {0,1,1} 1

 r=0 3و کیف با  r=2پاریس با  {0,2} ۲

 کنیم.  است. میانگین را به صورت زیر حساب می [3,0,1,2]پس شمارنده دارای مقدار 

𝑅 =
1
𝑚
∑ [𝑗]شمارنده  =

1
4
(3+ 0+ 1+ 2) = 1.۵ 

𝛼4و  m=4نتیجه نهایی تخمین برای  ≈  برابر است با    0.67
𝑛̂ = 𝛼𝑚 ×𝑚 × 2𝑅 = 0.67 × 4 × 21.۵ = 7.۵8 

 است و خطا در حدود پنج درصد است.   7.6لگ برابر مین لگخاست و ت 8تعداد واقعی برابر با 

 

 هاویژگی 

 تقریبی   صورت  به  را  آن  توانمی  و  دارد  معکوس  رابطه  m  شده   استفاده   هایشمارنده  تعداد  با   لگلگ  الگوریتم  𝛿  استاندارد  خطای

 :کرد محاسبه

𝛿 ≈
1.3

√𝑚
 

 . یابدمی کاهش  چهار درصد حدود به m = 1024 رایهشت درصد و ب  حدود استاندارد خطای m = 256 برای بنابراین،

𝑂(log2تخمینی از    لگلگ  الگوریتم  سازیذخیره  فضای مورد نیازلازم باشد،    nاگر شمارش تا   log2 𝑛)  کل   تر،دقیق  طور  به.  است  

.𝑚   برابر  n تا شمارش برای الگوریتم نیاز مورد فضای log2 log2
𝑛

𝑚
(1+ 𝑂(1)) .است  



17 

 

  بسیار  هایشمارنده  به  لگلگ  الگوریتم  دارد،  نیاز  بیت  32  یا   16  به  شمارنده   هر  آن  در  که  احتمالاتی  شمارش  الگوریتم  با   مقایسه  در

𝑗 = 0{𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅[𝑗]}  کوچکتر
𝑚 − 1  نسبت   لگلگ    الگوریتموجود مصرف حافظة کمتر    با .  دارد  نیاز  بیت  پنجدر حدود  هر کدام    معمولا 

 . یابدبه میزان ناچیزی دقت کاهش می احتمالاتی، شمارش الگوریتم به

 

  که همانطور.  نیاز باشد چهار درصد حدود دقت  با  میلیارد،  1  حدود  یعنی  ،230  حدود  تا  فردمنحصربه  تعداد  شمارشدر صورتی که به

𝑛حدود   کدام  هر  که  است  نیاز  مورد  سطل  m = 1024  استانداردی،  خطای  چنین  برای  شد،  گفته

𝑚
=   .کنندمی  دریافتمقدار    220

log2تعداد بیت موردنیاز   log2 220 ≈  برای   بنابراین،.  است  کافی(  32  از  کمتر  قداریم)  سطل  هر  ازای  به  بیت  ۵  حدود، یا  4.32

  مجموع   در  که  دارد  نیاز  بیتی   ۵  سطل  1024  به  الگوریتم  ،چهار درصد  استاندارد  خطای  با  109  حدود  تا  فردمنحصربه   تعداد  تخمین

 .است بایت  640

 

 لگابرلگ  الگوریتم

پیشنهاد  لگ  لگ  الگوریتملگ را بر اساس  الگوریتم ابرلگ  1386  سال  در  مونیه  فردریک  و   گاندوئه،  اولیویه  فیوزی،  اریک  فلاژوله،  فیلیپ

  مشابه  .کندمی  استفاده  مختلف  سوگیری  تصحیحات  و  متفاوت  ارزیابی  تابع  بیتی،  32  سازدرهم  تابع  از  لگابرلگ  الگوریتم.  دادند

  تعداد   مدیریت  برای  و  کندمی  استفاده  داده   مجموعه  فردمنحصربه   تعداد  تقریب  برای  سازیتصادفی  از  لگلگابر  ،لگلگ  الگوریتم

= 𝑚  به  را  داده  مجموعه  و  است  شده   طراحی  h  بیتی   32  سازدرهم  تابع  یک  با   109  تا   فردمنحصربه   2𝑝  ،دقت  با  زیرمجموعه  𝑝 ∈

 4…  . کندمی تقسیم 16 

 

  استفاده  هندسی  میانگین  از  اصلیلگ  لگ  الگوریتم.  کند می  متمایز  استانداردلگ  لگ   از  را  لگلگ ابر  الگوریتم  ارزیابی  تابع  این،  بر  علاوه

 :است هارمونیک  میانگین  شده نرمال نسخه  بر مبتنی که  کندمی استفاده  تابعی از لگلگابر که حالی  در کند می

(9) 𝑛̂ ≈ 𝛼𝑚 ⋅  𝑚
2 ⋅ (∑ 2−𝐶𝑜𝑢𝑡𝑛𝑒𝑟[𝑗]

𝑚−1

𝑗=0

)

−1

 

 

  آن در که

𝛼𝑚 = (𝑚 ∫ (log2 (
2+ 𝑥
1+ 𝑥

))
𝑚

𝑑𝑥
∞

0
)

−1

=
1

2𝑙𝑛2 (1+
1
𝑚
(3𝑙𝑛2− 1) + 𝑂(𝑚−2))

 

  در   آن  ویژگی  دلیل  به  را  وردائی   که  است  این  هارمونیک  میانگین  از  استفاده  شهود .یافت  زیر   جدول  در  را  𝛼𝑚  تقریبی   مقادیر

 . دهدمی کاهش  چوله احتمال هایتوزیع  هموارسازی

 

 m مقادیر پرکاربردترین برای 𝛼𝑚  - 6 جدول

𝛼𝑚 m 
0.673 24 
0.697 2۵ 
0.709 26 

0.7213 ×𝑚
𝑚 + 1.079

 ≥ 27 
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در نتیجة آزمایش    همکاران  و  فلاژوله. دارد  بزرگ و  کوچک  های محدوده  برای  تصحیح  به نیاز  غیرخطی  خطاهای   دلیل  به(  9)  تخمین

> 𝑛  کوچک  فردهایمنحصربه   تعداد   برای  که   دریافتندتجربی  
۵

2
𝑚  توان می  را  لگلگابر  الگوریتم  بهتر،  هایتخمین  به  دستیابی   برای 

  داشته   صفر  مقدار  شمارنده  یک  اگر)  کرد  تصحیح  غیرصفر  COUNTER[j]  هایشمارنده  از  تعدادی  از  استفاده   با  خطی  شمارش  با

  که  فرد، منحصربه   تعداد  مختلف  های محدوده  برای  بنابراین،  (.است  خالی  خاص  زیرمجموعه  آن  که  بگوییم   قطعیت   با   توانیممی  باشد، 

 : دهد می ارائه را زیر تصحیحات الگوریتم شوند،می بیان(  3.12) معادله توسط شده محاسبه 𝑛̂ تخمین روی فواصل صورت به

 

𝑛 =

{
 
 

 
 𝐿𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟𝐶𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟, 𝑛̂ ≤

۵
2
𝑚⋀∃𝑗: 𝐶𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟[𝑗] ≠ 0  

−223 log (1−
𝑛̂

232),         𝑛̂ >
1
30

232

𝑛̂,                                   دغا

  

 

 . گرداندبرمی را 0.7𝑚 تقریبا همیشه  الگوریتم و  کندبه درستی کار نمی تصحیح  n = 0 برای حال، این با

 

232  به  فردمنحصربه  تعداد  کههنگامی    بیتی،  32  سازدرهم  تابع  از  لگلگابر   الگوریتم  به دلیل استفاده ≈  4   شود،می  نزدیک  109 ×

  تعداد  لگلگابر  الگوریتم  بزرگ،  هایمحدوده  چنین  برای.  یابدمی  افزایش  تصادم  احتمال  و  رسدمی  خود  حد   به  تقریبا  سازدرهم  تابع

 خطر  این  عمل،  در  حال،  این  با.  کندمی  استفاده  فردمنحصربه   تعداد  تقریب  برای  آن  از  و  زندمی  تخمین  را  مختلف  سازدرهم  مقادیر

 . بگذارد تأثیر دقت  بر و برود  بین از و نباشد  نمایش   قابل سادگی به  بالاتر  تعداد که دارد وجود

 

 را   مختلف  مقدار  2𝑀  تواندمی  حداکثر  تابعی  چنین.  کندمی  نگاشت  بیت  M  مقادیر  به  را  دامنه  که  گیریم می  نظر  در  را  سازدرهم  تابع

 . شوندمی ترمحتمل سازدرهم هایتصادم شود، نزدیک حدی  چنین به n تخمینی فردمنحصربه   تعداد  اگر و کند رمزگذاری

 

به سایر    تنسب(  MurmurHash3،  MD5 ،  SHA-1،  SHA-256  مانند )پرکاربرد    سازدرهم  وابعنشانی دال بر عملکرد بهتر ت   هیچ

 وجود ندارد.   آن اصلاحات یا لگلگابر های الگوریتم درها روش

 

 .است شده  داده نشان زیر در لگلگابر کامل الگوریتم

 
 لگ لگابر   با  فردمنحصربه  تعداد  تخمین  -9  الگوریتم

 D  داده  مجموعه:  ورودی

 h  سازدرهم  تابع  با  LogLog  شمارنده  m  از  ایآرایه :  ورودی

 فردمنحصربه   تعداد  تخمین:  خروجی

𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅 [𝑗] ←  0, 𝑗 =  0…  𝑚 −  1   

𝑥  برای ∈ 𝐷  بده   انجام 

    𝑖 ←  ℎ(𝑥) = ( 𝑖31… 𝑖1𝑖0)2  
    𝑗 ←  (𝑖𝑝−1… 𝑖1𝑖0)2

 

    𝑟 ←  𝑟𝑎𝑛𝑘 ((𝑖31… 𝑖𝑝+1𝑖𝑝 )2
) 

    𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅[𝑗] ←  𝑚𝑎𝑥(𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅[𝑗], 𝑟) 

𝑅 ← ∑ 2−𝐶𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟[𝑗]𝑚−1
𝑗=0  

𝑛̂ = 𝛼𝑚 ⋅  𝑚
2 ⋅

1

𝑅
  

𝑛 ← 𝑛̂  
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𝑛̂ اگر  ≤
۵

2
𝑚  آنگاه 

    𝑍 ← تعداد 
𝑗=0...𝑚−1(𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅[𝑗] = 0) 

𝑍  اگر      ≠  آنگاه   0

        𝑛 ←  𝑚 ⋅ l𝑜𝑔 (
𝑚

𝑍
) 

𝑛̂  اگر  صورت  این  غیر  در  >
1

30
 آنگاه   232

    𝑛 ← −232 ⋅ log (1−
𝑛

232) 

 n  برگرداندن

 

 کنیم.  است. میانگین را به صورت زیر حساب می [3,0,1,2]ها دارای مقدار در مثال قبل مقدار شمارنده -9مثال

𝑅 =∑ [𝑗]شمارنده −2
= (2−3 + 20 + 2−1 + 2−2) =

1
8
+ 1+

1
2
+

1
4
=

1۵
8
= 1.87۵ 

𝛼4و  m=4نتیجه نهایی تخمین برای  ≈  برابر است با    0.673

𝑛̂ = 𝛼𝑚 ×𝑚
2 ×

1
𝑅
= 0.673 × 16 ×

1
1.87۵

 = ۵.74 

 .است ۵.74لگ برابر است و تخمین لگ 8تعداد واقعی برابر با 

 هاویژگی 

 :دارد وجودسنگینی -نیاز به سبک m  هاشمارنده تعداد  و 𝛿 استاندارد خطای بین ،لگلگ الگوریتم مشابه

 

𝛿 ≈
1.04

√𝑚
 

 

(  M-p)  تخصیص  با   ، (خطی  شمارش  الگوریتم  هائی مانند الگوریتم  برخلاف) کندنمی  رشد   خطی  صورت  بهمقادیر   تعداد  با   حافظه   نیاز

= 𝑚 داشتن  و سازدرهم مقادیر برای بیت  2𝑝  با است برابر نیاز مورد  حافظه مجموع، در شمارنده   

⌈log2(𝑀 + 1− 𝑝)⌉ ⋅  2𝑝 𝑏𝑖𝑡𝑠 
 

+ رتبه  حداکثر)𝑐𝑒𝑖𝑙(𝑙𝑜𝑔₂هر شمارنده به  ر،  بیان دیگبه     32  سازدرهم  توابع  از  فقط  الگوریتم  این،  بر  علاوهبیت نیاز دارد.    ((1 

𝑝  دقت و بیتی ∈  4… ۵  با برابر لگلگابر ساختارداده برای حافظه نیازهای کند، می استفاده 16 × 2𝑝 است بیت. 

 

  کیلوبایت  1.۵  تنها   از   استفاده  با  و دو درصد  دقت   با  را  109  از  فراتر بسیار  فردهای منحصربه  تعداد   تخمین  لگلگابر  الگوریتم   بنابراین،

 . سازدمی ممکن حافظه

 

  تعداد   که  کندمی  حفظ  را  کیلوبایت  12  با  لگلگ ابر  داده  ساختارهای  Redis  حافظهدرون  معروف  داده  پایگاه  مثال،  عنوان  به

الگوریتم. زندمی  تقریب  درصد  0.81  استاندارد  خطای  با   را  فردها منحصربه  با دیگر  را  ابرلگ لگ  از  ای  مقایسه  زیر  ها نشان  جدول 

 . دهدمی

 خطا حافظه مور نیاز برای یک میلیارد مقدار یکتا  روش

 درصد 0 گیگابایت  32حدود  شمارش دقیق

 درصد 1 حدود یک گیگابایت  شمارش خطی

 درصد 0.81 کیلوبایت 12حدود  لگابرلگ 

https://redis.io/commands/pfcount
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  هم   هنوز  بخشید،  بهبود  کوچک  داده   هایمجموعه   برای  را  فردمنحصربه  تعداد  تخمین  لگلگ  با  مقایسه  در  لگلگابر  که  حالی  در 

 شناخته   داده   های پایگاه  در  لگلگابر  هایالگوریتم  انواع  . زندمی  تخمین  حد   از  بیش  مواردی  چنین  در  را  واقعی  فردهای منحصربه   تعداد

 . اندشده سازیپیاده  جز اینها و Amazon Redshift، Redis، Apache CouchDB، Riak مانند ایشده

 گ++ للگابر  الگوریتم
 

  بر معرفی کردند که    لگ++لگابر  نام  به  را  لگلگابر  یافته  بهبود  نسخه  ، 1392در سال    هال  الکساندر  و  نونکسر،  مارک  هویله،  اشتفان

  تابع   از  استفاده   لگ++لگابر  الگوریتم  اهم اصلاحات در  .است  متمرکز  بهتر  سوگیری  تصحیح  و   بزرگ  فردهای منحصربه   تعداد  روی

 توان می  را  بیشتری  مختلفمقادیر    باشد،  ترطولانی  سازدرهم  تابع  خروجی  مقادیر  هرچه  که  است  واضح.  است  بیتی  64  سازدرهم

  اما   کند، می  فراهم   را  فردمنحصربهمقدار    109  از  بزرگتر  بسیار  فردهایمنحصربه   تعداد  تخمین  امکان  بهبودی  چنین.  کرد  گذاریکد

264 به فردمنحصربه تعداد  که  زمانی ≈  1.8 ⋅  .شوندمی سازمشکل نیز لگ++ لگ ابر برای درهم هایتصادم شود، می نزدیک 1019 

 

  الگوریتم نویسندگان. بخشدمی بهبود را سوگیری تصحیح  حال، این  با.  کند می  استفاده( 9) ارزیابی تابع ازعینا   لگ++لگ ابر الگوریتم

𝑛  برای  که  دریافتند  و  دادند  انجام  سوگیری  گیریاندازه  برای  را  هاآزمایش  از  ایمجموعه  ≤  ۵𝑚  صلی لگ  ابرلگ  الگوریتم  سوگیری 

 .کرد بیشتر تصحیح ها، آزمایش طول در شده آوریجمع تجربی  هایداده از استفاده با توانمی را

 

آ   را  تجربی   شده  تعیین  مقادیر    همکاران  و  هویله  اصلی،  مقاله  بر  علاوه  داده    فردمنحصربه   تعداد   خام  هایتخمین  از  هاییرایه در 

 سوگیری   تصحیح  بهبود  برای  BIASDATAسوگیری  را در داده  مرتبط  هایسوگیری   و  RAWESTIMATEDATAتخمینی خام  

  نقطه   200  از  ایآرایه   RAWESTIMATEDATA  در نتیجهبالقوه ممکن نیست،  مورد  هر  پوشش  البته،.  کردند  عرضه  الگوریتم  در

. دارد  ذخیره  مختلف  داده  مجموعه  ۵000  از  بیش  در  را  نقطه  این  در  شده  گیریاندازه  خام  تخمین  میانگین  که  در بر دارد  را  یابیدرون

BIASDATA   با  که  شودمی  شامل   را  شده   گیریاندازه  سوگیری  200  حدود  RAWESTIMATEDATA  دو  هر.  دارند   مطابقت  

𝑝  شده پشتیبانی هایدقت همه  برای شده محاسبه پیش از مقادیر حاوی و هستند اندیس-صفر  آرایه ∈  4…   که  جایی هستند، 18 

= 𝑚  برای  مثال،  عنوان  به.  دارد  مطابقت  4  دقت  مقدار  با   ها آرایه   در  صفر  اندیس  در  توانمی  را  نیاز  مورد  هایداده  p = 10  و  210 

𝑅𝐴𝑊𝐸𝑆𝑇𝐼𝑀𝐴𝑇𝐸𝐷𝐴𝑇𝐴[6]  و  𝐵𝐼𝐴𝑆𝐷𝐴𝑇𝐴[6]  صورت   به  توانمی  را  لگ++لگابر   الگوریتم  در  سوگیری  تصحیح  روش  .یافت  

 . انجام داد زیر

 
 تجربی  مقادیر  از  استفاده  با  سوگیری  تصحیح  -10  الگوریتم

 p  دقت  با  𝑛̂  تخمین:  ورودی

 سوگیری   با  شده  تصحیح  فردمنحصربه   تعداد  تخمین:  خروجی

𝑛𝑙𝑜𝑤 ←  0, 𝑛𝑢𝑝 ←  0, 𝑗𝑙𝑜𝑤 ←  0, 𝑗_𝑢𝑝 ←  0  

𝑗  برای ←  بده   انجام  (RAWESTIMATEDATA [p - 4])طول  تا  0 

− 𝑅𝐴𝑊𝐸𝑆𝑇𝐼𝑀𝐴𝑇𝐸𝐷𝐴𝑇𝐴 [𝑝  اگر       4][𝑗] ≥   𝑛̂  آنگاه 

         𝑗𝑙𝑜𝑤 ←  𝑗 −  1, 𝑗𝑢𝑝 ←  𝑗 

         𝑛𝑙𝑜𝑤 ←  𝑅𝐴𝑊𝐸𝑆𝑇𝐼𝑀𝐴𝑇𝐸𝐷𝐴𝑇𝐴[𝑝 −  4][𝑗𝑙𝑜𝑤] 
         𝑛𝑢𝑝 ←  𝑅𝐴𝑊𝐸𝑆𝑇𝐼𝑀𝐴𝑇𝐸𝐷𝐴𝑇𝐴[𝑝 −  4][𝑗𝑢𝑝] 
         𝑏𝑟𝑒𝑎𝑘 

𝑏𝑙𝑜𝑤 ←  𝐵𝐼𝐴𝑆𝐷𝐴𝑇𝐴[𝑝 −  4][𝑗𝑙𝑜𝑤]   
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𝑏𝑢𝑝 ←  𝐵𝐼𝐴𝑆𝐷𝐴𝑇𝐴[𝑝 −  4][𝑗𝑢𝑝]   

𝑦 = 𝑛𝑙𝑜𝑤)) درونیابی  , 𝑛𝑙𝑜𝑤 − 𝑏𝑙𝑜𝑤) , (𝑛𝑢𝑝, 𝑛𝑢𝑝  −  𝑏𝑢𝑝))   

 𝑦(𝑛̂) برگرداندن 

 

 تجربی  مقادیر از استفاده با سوگیری تصحیح  -10 مثال

𝑛̂ فردمنحصربه  تعداد تخمین که کنید فرض  =   برای  را آن خواهیممی و ایمکرده محاسبه( 3.12) معادله از استفاده با را 2018.34 

= 𝑝 دقت  10 (𝑚 =  . کنیم تصحیح (210 

  73  هایاندیس  با  مقادیر  بین  𝑛̂  مذکور  مقدار  که  کنیممی  تعیین  و  کنیم می  بررسی  را  𝑅𝐴𝑊𝐸𝑆𝑇𝐼𝑀𝐴𝑇𝐸𝐷𝐴𝑇𝐴[6]  آرایه  ابتدا،

𝑅𝐴𝑊𝐸𝑆𝑇𝐼𝑀𝐴𝑇𝐸𝐷𝐴𝑇𝐴[6][73]  که   جایی   گیرد،می  قرار  آرایه  آن  74  و  =   و  2003.1804 

𝑅𝐴𝑊𝐸𝑆𝑇𝐼𝑀𝐴𝑇𝐸𝐷𝐴𝑇𝐴[6][74]  =  .است 2026.071 

2003.1804 ≤ 𝑛̂ ≤  2026.071 

  از  عبارتند  که  کنیم  بازیابی  اند،شده  اندیس   74  و  73  های موقعیت  همان  در  که  𝐵𝐼𝐴𝑆𝐷𝐴𝑇𝐴[6]  از  را  ها سوگیری   باید   بنابراین،

𝐵𝐼𝐴𝑆𝐷𝐴𝑇𝐴[6][73]  = 𝐵𝐼𝐴𝑆𝐷𝐴𝑇𝐴[6][74]  و 134.1804   =  131.071. 

 :است زیر بازه در صحیح تخمین

[2003.1804 −  134.1804, 2026.071 −  131.071] = [1869.0, 189۵.0] 
  ترین نزدیک-k  جستجوی  از  استفاده  با   مثال   عنوان  به   کنیم،   یابی درون  را  مقادیر  آن   توانیممی  شده،   تصحیح  تقریب  محاسبه  برای  و

 . y(2026.071) = 1895.0 و  y(2003.1804) = 1869.0 آن در که ،y(x) = ax + b خطی  یابی درون  یک با فقط  یا همسایه

 است یابی درون خط ساده،  محاسبات از استفاده با بنابراین،

𝑦 =  1.13۵837 𝑥 −  406.2872۵ 

 است ما  فردمنحصربه   تعداد تخمین برای شده یابیدرون مقدار و

𝑛 =  𝑦(𝑛̂) =  𝑦(2018.34) ≈  1886.218 

 

 است،  شده ساخته خطی شمارش الگوریتم  اساس بر که 𝑛𝑙𝑖𝑛 تخمین ،++𝐻𝑦𝑝𝑒𝑟𝐿𝑜𝑔𝐿𝑜𝑔 نویسندگان هایآزمایش به توجه با

  یک  حداقل  اگر  بنابراین،.  است  بهتر  هنوز  کوچک  فردهایمنحصربه   تعداد  برای  n  سوگیری  با  شده  تصحیح  مقدار  با  مقایسه  در  حتی

  در  که  تجربی،   هایآستانه  از  فهرستی  از  و   کندمی  محاسبه  را  خطی  تخمین  این  بر   علاوه   الگوریتم  باشد،   داشته  وجود  خالی   شمارنده

  زمانی   تنها  n  سوگیری  با  شده  تصحیح  مقدار  حالتی،   چنین  در.  کندمی  استفاده  ارزیابی ترجیحی  انتخاب  برای  یافت،   توانمی  7  جدول

 .گیرد قرار فعلی m برای 𝜒𝑚  آستانه از بالاتر 𝑛𝑙𝑖𝑛 خطی  تخمین که شودمی استفاده

 

 آستانه با سوگیری تصحیح  -11 مثال

= 𝑚  برای  آن  در  که  ،گیریم می  نظر  در  را  10  مثال 𝑛 سوگیری   با   شده   تصحیح  مقدار  210  ≈  برای.  کردیم   محاسبه  را 1886.218

 ساختارداده  در  را  Z  خالی  هایشمارنده  تعداد  باید  خیر،  یا  دهیم  ترجیح  خطی  شمارش  تخمین  به  را  مقدار  این  باید  آیا  اینکه  تعیین

  بنابراین،  .است  Z = 73  کنیم مقدار مذکور برابرمی  فرض  نداریم،  خود   مثال  در  را  مقدار  آن  که  آنجایی   از.  کنیم  پیدا   لگ++ ابرلگ 

 با:  است تخمین برابر معادله طبق خطی تخمین

𝑛𝑙𝑖𝑛 = 210 ⋅ log (
210

73
) ≈ 2704 

𝜒𝑚  آستانه  با  را  𝑛𝑙𝑖𝑛  سپس، =   تخمین   بنابراین  است،  شده   محاسبه  مقدار  از  کمتر  بسیار  که  کنیممی  مقایسه  7  جدول  از  900

 . دهیممی ترجیح 𝑛𝑙𝑖𝑛  خطی شمارش تخمین به را n سوگیری با  شده تصحیح
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 شده  پشتیبانی  دقت  مقادیر برای 𝜒𝑚تجربی  هایآستانه -7 جدول
𝜒𝑚 m p 𝜒𝑚 m p 𝜒𝑚 m p 

11۵00 214 14 400 29 9 10 24 4 

20000 21۵ 1۵ 900 210 10 20 2۵ ۵ 

۵0000 216 16 1800 211 11 40 26 6 

120000 217 17 3100 212 12 80 27 7 

3۵0000 218 18 6۵00 213 13 220 28 8 

 

 .است شده  داده  نشان زیر درلگ++ لگابر کامل الگوریتم

 لگ++لگ ابر   با  فردمنحصربه  تعداد  تخمین  -11  الگوریتم

 D  داده  مجموعه:  ورودی

 h  سازدرهم  تابع  بالگ  لگ  شمارنده  m  از  ایآرایه :  ورودی

 فردمنحصربه   تعداد  تخمین:  خروجی

 
𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅 [𝑗] ←  0, 𝑗 =  0…  𝑚 −  1  

𝑥 برای  ∈ 𝐷 هبد   انجام 

    𝑖 ←  ℎ(𝑥) = ( 𝑖63… 𝑖1𝑖0)2 
    𝑗 ←  (𝑖𝑝−1… 𝑖1𝑖0 )2

 

    𝑟 ← 𝑟𝑎𝑛𝑘 ((𝑖63… 𝑖𝑝+1𝑖𝑝 )2
) 

    𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅[𝑗] ←  𝑚𝑎𝑥(𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅[𝑗], 𝑟) 

𝑅 ← ∑ 2−𝐶𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟[𝑗]𝑚−1
𝑘=0  

𝑛̂ = 𝛼𝑚 ⋅ 𝑚
2 ⋅

1

𝑅
  

𝑛 ← 𝑛̂  
𝑛̂ اگر  ≤  ۵𝑚  آنگاه 

    𝑛 ←  𝐶𝑜𝑟𝑟𝑒𝑐𝑡𝐵𝑖𝑎𝑠 (𝑛̂) 

𝑍 ← تعداد 
𝑗=0...𝑚−1 (𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅}[𝑗] = 0)  

𝑍 اگر  ≠  آنگاه  0 

    𝑛𝑙𝑖𝑛 ←  𝑚 ⋅ log
𝑚

𝑍
 

𝑛𝑙𝑖𝑛 اگر      ≤ 𝜒𝑚  آنگاه 

        𝑛 ← 𝑛𝑙𝑖𝑛 
 n  برگرداندن

 هاویژگی 

. است  خوب  اندازه  همان  به  بقیه  برای  و  استلگ  لگابر  از  بهتر  فردهامنحصربه   تعدادمحاسبات    از  وسیعی   طیف  درلگ++  لگابر  دقت

  ناگهانی  افزایش  از  و   کند می  فراهم  را  کمتری  خطای  امکان  سوگیری  تصحیح  ، 61000  و  12000  بین  فردهایمنحصربه  تعداد  برای

 . کندمی جلوگیری فرعی  هایالگوریتم بین  جابجایی هنگام  خطا

 

  حافظه  ابتدایی،   صفرهای   تعداد  اندازه   حداکثر   اضافه  به  یک   فقط   ،سازبه ذخیرة مقادیر درهم  لگ++لگابر  به دلیل عدم نیاز   حال،  این  با 

6  به  معادله تخمین حافظه  به  توجه  با  و  کند نمی  توجهیقابل  رشدلگ  لگابر  با  مقایسه  در  موردنیاز × 2𝑝  الگوریتم  .دارد  نیاز  بیت  
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7.9  حدود  فردمنحصربه  تعداد  تخمین  لگ++لگ ابر ×   کیلوبایت  2.۵6  از  استفاده  با   درصد 1.62۵  معمولی  خطای  میزان  بامقدار    109

 . شودمی استفاده حافظه

 

= 𝑚  به را داده  مجموعه و کندمی استفاده تصادفی گیریمیانگین رویکرد از الگوریتم شد، اشاره قبلا که همانطور  2𝑝   زیرمجموعه  

{𝑆𝑗}𝑗=0

𝑚−1
𝑗=0{𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅[𝑗]}مرتبط  های شمارنده  دارای  کدام  هر  که  کند می  تقسیم  

𝑚−1  ،به  مربوط  اطلاعات  شمارنده  هر  هستند  𝑛
𝑚
 

𝑛  برای  که  شدند   متوجه  همکاران  و   هویله.  کندمی  مدیریت   رامقدار   ≪ 𝑚  به   نیازی  و   شوندنمی  استفاده   هرگز  ها شمارنده  بیشتر  

  باشد،  m  از  کوچکتر  بسیار  n  فرد منحصربه   تعداد  اگرنمایشی تنک بهره گیرد.    از  تواندمی  سازیذخیره  بنابراین  ندارند،   سازیذخیره

 . دارد نیاز خود های قبلیروش به نسبت کمتری توجهی  قابل حافظه به  لگ++لگ ابر

 

,𝑗) های جفت  تنک صرفا  نسخه  در  لگ++ لگ ابر  الگوریتم 𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅[𝑗])  به   خود  بیتی   الگوهای  الحاق   با  را  آنها  و  کندمی  ذخیره  را  

چون .  شوندمی  ذخیره  صحیح  اعداد   از  منفرد  شده  مرتب  فهرست  در  هاجفت  این  همه.  دهدمی  نشان  منفرد  صحیح  عدد  یک  عنوان

  با  جفتی  فقط  عوض  در.  نیست  یکسان  اندیس  با  مختلف  هایجفت  ذخیره  به  نیازی  ،هستیم  رتبه  حداکثرهمیشه در پی محاسبة  

  کرد   حفظ  سریع  هایدرج   برای  را  دیگر  نشده  مرتب  فهرست  توانمی  بهتر،  نتیجة  ارائه  برای  عمل،  در.  شود  ذخیره  باید  اندیس  حداکثر

  متراکم   نمایش   به  نسبت  بیشتری  حافظه   به  یفهرست  چنین  اگر.  شوند   ادغام  اصلی  فهرست  در  و   شده  مرتب  ایدوره  طور  به  باید   که

فشرده  نمایش ی  برا  این،   بر  علاوه.  شد   تبدیل  متراکم   شکل  به  راحتی  به  توانمی  باشد،   داشته  نیاز  ها شمارنده   الگوریتم  ،ترتنک 

  پیشنهاد  صحیح  اعداد   برای  تفاوت  رمزگذاری  و   متغیر  طول  با   رمزگذاری  از  استفاده  با   را  مختلفی  سازیفشرده  هایتکنیک  لگ++ لگ ابر

 در  گسترده  طور  به  لگ++لگابر  الگوریتم  حاضر،  حال  در  .شوندمی  ذخیره  آن  مقدار  از  هاتفاوت  و  جفت   اولین  فقط  بنابراین  کند،می

 .شودمی استفاده Elasticsearch و Google BigQuery جمله  از ،پرکاربرد هایبرنامه از بسیاری


